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Семинар №2. 
Тетрагональные группы симметрии. Вывод пространственных 

групп с  единственной осью 4 (ഥ𝟒, 41, 42, 43)



Тетрагональная сингония относится к 

средней категории: 

a=bc

===90°

В точечных приближении существует  

2 класса, в которых ось 4-ого порядка -

единственный элемент симметрии:

4 и  4

Сколько же получится 

пространственных групп?



• Поворотная ось 4-ого порядка 4

• Инверсионная ось 4-ого порядка ത4

• Винтовая нейтральная ось 4-ого порядка 42

• Винтовая энантиоморфная правая ось  4-ого порядка 41

• Винтовая энантиоморфная левая ось 4-ого порядка 43

Оси пространственных групп тетрагональной сингонии:

+

+

--

Инверсионная ось ഥ𝟒Поворотная ось 4

Т Особая точка
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42 винтовая 
нейтральная 41 правая 43 левая

ВинтовыеНейтральные Оси 4-ого порядка

ത4 инверсионная

Особая точка

энантиоморфные
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Правые и левые винты

Правый шуруп всегда 

закручивается 

по часовой стрелке

Какая дверь 
левая, какая 
правая?

Лестница Джузеппе Момо (1932) 

в Ватикане – двойная  правая 

спиральДНК – двойная

правая спираль

Винтовые лестницы древних 

замков чаще всего закручены 

по левой спирали

У правой  41 оси подъем высоты –

против часовой стрелки, у левой 43 – по 

часовой стрелки 

Практически во всем 

естествознании 

используется правая 

система координат

Правый поворот Левый поворот

https://www.google.com/search?sca_esv=06ba66afa5931a28&q=%D0%9B%D0%B5%D1%81%D1%82%D0%BD%D0%B8%D1%86%D0%B0+%D0%94%D0%B6%D1%83%D0%B7%D0%B5%D0%BF%D0%BF%D0%B5+%D0%9C%D0%BE%D0%BC%D0%BE&source=lnms&fbs=ADc_l-ZNYiECt50Q2Di4dBBBAYOL5VvBLfqib0fcrHkoXQatSbIDceDitUN2yBmRBnPF3dLZFvzxdUCyeyFgb8g-C7QnWWyqKrsvydZVFihJH8-paNLU3s2KIzlmyPCEKt_qKyItBExdb157ipDm0KJWFbjKIQTEQma0h1wkSM6O3Y8P3PFcgsurT7qLEGvDUtzvNjxS--NOZIq3gatjhavMGkooUuY3jWwkAn60NF1apvVIK1EHTI56niM3lFtCX_Mgte7-tWd_y8haL2Fh6GvGyEbghhIWTQ&sa=X&ved=2ahUKEwjs2Kyz1bCSAxUMEhAIHf0PCYIQgK4QegQIAxAB&biw=1398&bih=879&dpr=1&aic=0&mstk=AUtExfD5B3BOBLpYTAzg_1vq14x8Jw291nW9IGULbmqtgWGaXtyN1ldbtWyP8-OHJExRNgGlEAFAsEqUWNgqJPMRWCp5PdAIlq04Ai-mSwI8CCuW4VaKqgREz64IKS5j58VMxUc&csui=3


№ Эл. 

симм

Гр.

знак

I/II 

род

Низш/

высш

Вел. 

симм.  

Операции 

симметрии

Матрицы операций симметрии

1 a II Низш. 2 {е, a}
ay

1 0 0

0 1 0
0 0 1

Τ1 2
0
0

0 0 0 1

2 b II Низш. 2 {е, b}
bx

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0
Τ1 2
0

0 0 0 1

3 c II Низш. 2 {е, c}
cy

1 0 0

0 1 0
0 0 1

0
0
Τ1 2

0 0 0 1

4 n II Низш. 2 {е, n}
ny

1 0 0

0 1 0
0 0 1

Τ1 2
0
1/2

0 0 0 1

5 d II Низш. 2 {е, d}
dy

1 0 0

0 1 0
0 0 1

Τ1 4
0
1/4

0 0 0 1

ОТКРЫТЫЕ СЛОЖНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИИ. ПЛОСКОСТИ

ay

az

bx

bz

cy

cx

ny

nx
nz

dy

dx

Плоскости 

скользящего 

отражения

Клино-

плоскости
1
8

3
8



Типы решёток Браве для тетрагональной сингонии
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Симметрия тетрагональной ячейки Браве соответствует

голоэдрии тетрагональной сингонии: 4/mmm, что позволяет

передать симметрию любого тетрагонального класса

трехмерной периодической среде.

Комплекс 4/mmm присутствует во всех вершинных позициях

ячейки, а также в центре базисной грани и центре объема.

В случае тетрагональной сингонии ячейки F и С могут быть

сведены к меньшим по объему ячейкам I и P соответственно.

Хотя, например, для пространственных групп,

соответствующие точечным класcам ത4𝑚2, иногда

представление в F- или С-аспекте актуально, так как по старой

минералогической традиции кристаллографические оси в этом

классе принято направлять по поворотным осям, а не по

перпендикулярам к плоскостям. Так, например, группу Рത4𝑚2
описывают как Сത4𝑚2 , а Iത4𝑚2 как Fത4𝑚2

Оригинальных ячеек Браве в 

тетрагональной сингонии две: Р и I
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Особенности взаимодействия элементов симметрии в 

пространственных группах тетрагональной сингонии

1. Взаимодействие осей с перпендикулярной трансляцией

2. Взаимодействие плоскостей  под углом 45°

3. Взаимодействие координатных и диагональных плоскостей с координатными трансляциями

4. Взаимодействие осей 2-ого порядка под углом 45°

5. Взаимодействие осей 4, 41, 42, 43 с перпендикулярной плоскостью. Особенности оси ത4

femme avec du chien



m2

m1

m3

𝑇

45°

𝑇/2
Δ=𝑇/ 2

Δ=
𝑇/2

𝑠𝑖𝑛α/2

4 x 𝑇=(m1
x  m2) x (m2

x m3) = m1
x m3 = 4`

Элементарный

угол поворота 

оси α

Смещение оси 

Δ

Угол между направлением смещения 

оси и приложенной трансляцией

90-α/2

90◦ 𝑇/2
𝑠𝑖𝑛45◦

=𝑇/ 2 45◦

Результатом взаимодействия оси 4 и перпендикулярной трансляции является еще одна 

ось 4, смещенная относительно исходного положения на величину Δ в направлении 

под 45 ° к приложенной трансляции. Δ легко определить из геометрических 

соображений: в центре квадрата, построенного на этой трансляции.

Трансляция, параллельная оси 4, меняет ее характер.

Трансляция, косо ориентированная к оси 4 – одновременно смещает и меняет ее 

характер: 4 x 𝑻I = 42[0
1

2
z]

Результат взаимодействия  поворота вокруг  оси 4 и  перпендикулярной трансляции можно 

представить в свете предложенной Вульфом идеи, разложив каждую из взаимодействующих 

операций  симметрии (трансляцию и поворот вокруг оси 4) последовательными отражениями в 

параллельных или пересекающихся плоскостях:

1. Особенности взаимодействия элементов симметрии в пространственных группах 

тетрагональной сингонии: взаимодействие  оси 4 и  перпендикулярной трансляции

𝑇I

4 42
45°

45°



Пересечение любых плоскостей под углом 45° (в тетрагональной сингонии это пересечение координатных и 

диагональных плоскостей) вызывает появление оси 4-ого порядка, поворотной или  винтовой (энантиоморфной

или  нейтральной). Характер результирующей оси определяется совокупностью параллельных ей трансляций, 

содержащихся в плоскостях, а положение – совокупностью перпендикулярных трансляций. 

mxy
х ny = mxy

х my 
х Ԧ𝑡𝑥 Ԧ𝑡𝑧 = 

42
3
z

х Ԧ𝑡 x= 42
3
z [

1

4
−
1

4
z]

ay 
х mxy = my

х Ԧ𝑡𝑥 х mxy = 

41
z

х Ԧ𝑡 `
x= 41

z [-
1

4
−
1

4
z]
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Взаимодействие плоскости md и 

плоскости  ay приводит к 

возникновению оси 4 в центре 

квадрата, построенного на 

трансляции Ԧ𝒕a, но не на m!

Взаимодействие плоскости md

и плоскости  ay приводит к 

возникновению оси 42 в центре 

квадрата, построенного на 

трансляции Ԧ𝒕a, но не на m!

Ԧ𝒕x

Взаимодействие плоскости my и 

плоскости  dxy приводит к 

возникновению осей 41 и 43 в центре 

квадрата, построенного на трансляции 

Ԧ𝒕1/4xy, но не на m!

2. Особенности взаимодействия элементов симметрии в пространственных группах тетрагональной сингонии: 

взаимодействие  плоскостей под углом 45°

mxy
х ay = mxy

х my 
х Ԧ𝑡𝑥= 

43
z

х Ԧ𝑡 x= 43
z [

1

4
−
1

4
z]

ny
х mxy = my

х Ԧ𝑡𝑥 Ԧ𝑡𝑧 х mxy = 

42
1
z

х Ԧ𝑡 `
x= 42

1
z [-

1

4
−
1

4
z]

my
х dxy = m y

х mxy
х Ԧ𝑡¼𝑥𝑦

Ԧ𝑡¼𝑧= 

41
1
z

х Ԧ𝑡 ¼xy= 41
z [0

1

4
z]

dxy
х my = mxy

х Ԧ𝑡¼𝑥𝑦
Ԧ𝑡¼𝑧

х my= 

41
3
z

х Ԧ𝑡xy= 43
z [0-

1

4
z]

Ԧ𝒕`

x

my
х mxy = 41

z [00z]

mxy
х my = 43

z [00z]

Взаимодействие двух 

плоскостей симметрии m 

приводит к возникновению 

оси 4, проходящей по линии 

их пересечения

Ԧ𝒕x

Ԧ𝒕`

x𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟐
+

+

𝟏

𝟐
+

𝟐

𝟒
+
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3. Особенности взаимодействия элементов симметрии в пространственных группах тетрагональной 

сингонии: взаимодействие координатных и диагональных плоскостей с координатными трансляциями

my m`y

Взаимодействие координатной плоскости 

my с перпендикулярной координатной 

трансляцией Тy приводит к  появлению 

неэквивалентной плоскости m`y, смещенной 

на половину этой трансляции Ԧ𝒕𝒚.
Аналогично будут себя вести и другие 

плоскости: n, c, a(b).

Ԧ𝒕𝒚

bd

𝑇
1
2

𝑻y

Ԧ𝒕
┴

Ԧ𝒕
║

md

nd

𝑇

𝑻y

Ԧ𝒕
┴

Ԧ𝒕
║

cd

1
2

12

Взаимодействие диагональной 

плоскости md с косо 

расположенными 

координатными трансляциями 

приводит к ее чередованию с 

плоскостью bd (gd)

Взаимодействие диагональной 

плоскости сd с косо 

расположенными координатными 

трансляциями приводит к ее 

чередованию плоскости с

плоскостью nd

𝑻y
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+
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+

+
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2
-

𝟏

𝟐
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0, 
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2
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1

2
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1

2
0, 

1

2
0, 

1

20, 
1

2
0, 

1

2

0, 
1

2

0, 
1

2
1

4
, 3
4

1

4
, 3
4

+

- 0, 
1

2
0, 

1

2

4. Особенности взаимодействия элементов симметрии в пространственных группах тетрагональной 

сингонии: взаимодействие осей второго порядка под углом 45°

Когда же возникают 

оси 41 и 43?

Взаимодействие осей 2, расположенных под 45° друг к другу, приводит к возникновению оси 4, характер которой зависит  только от 

соотношения высот взаимодействующих осей 2, а положение – от характера осей 2

Ԧ𝑡x
Ԧ𝑡x`

Ԧ𝑡xy

Ԧ𝑡a`

Ԧ𝑡x` Ԧ𝑡a`

Ԧ𝑡xy

Ось 4 смещается в центр 

квадрата, построенного на 

повернутом вокруг оси 2xy

векторе Ԧ𝑡x`в сторону 

последовательных поворотов 

вокруг оси 21 и  2

Ось 4 смещается 

последовательно в центры 

квадратов, построенных на 

Ԧ𝑡𝑥` и Ԧ𝑡xy в сторону 

последовательных 

поворотов вокруг осей  21

Т x

Ԧ𝑡a

Ԧ𝑡x

+
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Взаимодействие оси 42z и перпендикулярной плоскости nz

порождает ось ഥ𝟒𝒛 , которая взаимодействуя с вектором

скольжения плоскости nz (Ԧ𝒕n = Ԧ𝒕xy) перемещается в центр

квадрата, построенного на этой трансляции, а ее особая точка

меняет свою высоту, смещаясь на половину вектора Ԧ𝒕 z,

содержащегося в 42 :

42z
х nz = ത4:[0½¼ ] 

В комплексе
𝟒

𝒎
всегда содержится ഥ𝟒, особая точка которой

совпадает с центром инверсии комплекса

4z
х mz = ഥ𝟒

Но особое значение это приобретает только в

пространственных группах, в которых ось ഥ𝟒 «выезжает» из

центра комплекса под действием скользящих компонентов

перпендикулярной плоскости. В этом случае ось ത4 смещается в

центр квадрата, построенного на горизонтальной трансляции

перпендикулярной плоскости, а ее особая точка, смещаясь

вместе с осью, может поменять высоту в соответствии с

вертикальной трансляцией оси 4z, если таковая существует.

Я всегда здесь!

Высота 
особой точки

Ось ഥ𝟒 (как и все инверсионные оси, кроме ത2) имеет особую точку. В этой точке число степеней свободы – 0! В случае оси ഥ𝟒 это

место ее пересечения с мнимой плоскостью или мнимым центром инверсии.

Только особая точка оси ഥ𝟒 обладает симметрией

позиции ഥ𝟒 с величиной симметрии 4! Все

остальные точки, находящиеся на оси, имеют

симметрию позиции 2 с величиной симметрии 2

5. Особенности взаимодействия элементов симметрии в пространственных группах тетрагональной 

сингонии: ось ഥ𝟒

Ось ഥ𝟒 может существовать как самостоятельно, так и быть

результатом взаимодействия оси 4 и перпендикулярной

плоскости ( а также взаимодействия поворотной и

инверсионной оси 2-ого порядка под углом 45°)

ത4:1
4

+

1

2
+

1

2
-

0

1

1
2

+

1

2
+

1

2
-

1
4

42

nz

Ԧ𝒕xy

особая 
точка

ത43



В примитивной ячейки возможны следующие классы:

Р4, Р41, Р42, Р43, Рത4

Р41Р42
Р43 Рത4Р4

Чередование осей 41 и 43 , а также 4 и 42 в объемноцентрированной ячейке приведет к 3 пространственным группам:

I4(42), I41(43) и Iത4

I4(42) I41(43) 
Iത4

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4



ЭТАПЫ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ГРУППЫ I4(42)

Тb

Тa

ТI

1.Задаем координатные 

трансляции Тb и Тa

и помещаем ось 4 в 

начало координат

2. Размножаем ось 4

координатными 

трансляциями Тb и Тa

3. Взаимодействуя с 

координатной 

трансляцией Тb или Тa

ось 4 смещается в центр 

квадрата, построенного 

на этой трансляции:

Тb
х 4 = 4[1

2

1

2
z]

4. Взаимодействуя с 

трансляцией ТI ось 2(4)

смещается в центр этой 

трансляции и меняет 

свой характер: 

ТI
х 2(4) = 21[

1

4

1

4
z]

5. Взаимодействуя с 

трансляцией ТI ось 4 

смещается в центр 

квадрата, построенного 

на этой трансляции и 

меняет свой характер: 

ТI
х 4 = 42[0

1

4
z]

Тb

321 4 5



ЭТАПЫ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ГРУППЫ  I41(43) 

Тb

Тa

ТI

1.Задаем координатные 

трансляции Тb и Тa, 

помещаем ось 41 в начало 

координат и размножаем ее 

этими трансляциями

2. Взаимодействуя с 

координатной 

трансляцией Тb или Тa

ось 41 смещается в центр 

квадрата, построенного 

на этой трансляции:

Тb
х 41 = 41[

1

2

1

2
z]

Тb

ТI

3. Взаимодействуя с 

трансляцией ТI ось 21(41)

смещается в центр этой 

трансляции и меняет 

свой характер: 

ТI
х 21(41) = 2[1

4

1

4
z]

5. Взаимодействуя с 

трансляцией ТI ось 41

смещается в центр 

квадрата, построенного 

на этой трансляции и 

меняет свой характер: 

ТI
х 41 = 43[0

1

4
z]

6. Переносим начало 

координат в самую 

высокосимметричную и 

неподвижную точку этой 

пространственной 

группы – в ось 2

321 4 5



ЭТАПЫ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ГРУППЫ Iഥ𝟒

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4

1.Задаем координатные 

трансляции Тb и Тa, 

помещаем ось ഥ𝟒 в начало 

координат и размножаем ее 

этими трансляциями

2. Взаимодействуя с 

координатной трансляцией 

Тb или Тa,   ось ഥ𝟒
смещается в центр 

квадрата, построенного на 

этой трансляции:

Тb
х ഥ𝟒 = ഥ𝟒 [1

2

1

2
z]

Высота особой точки у 

всех ഥ𝟒 одинакова и равна 0.

3. Взаимодействуя с 

трансляцией Т𝑰 ось 2(ഥ𝟒)

смещается в центр этой 

трансляции и меняет 

свой характер: 

Т𝐈
х 2(ത4) = 21[

1

4

1

4
z]

5. Взаимодействуя с трансляцией Т𝐈 ось ഥ𝟒
смещается в центр квадрата, построенного на 

горизонтальной составляющей этой трансляции 

Ԧ𝒕𝒙𝒚 и меняет положение (высоту) своей особой 

точки, подчиняясь вертикальной составляющей 

трансляции Т𝑰: 

Т𝑰
х ഥ𝟒 = ഥ𝟒:1

4
[01

2
z]

Начало координат в этой группе однозначно 

выбирается в особой точке инверсионной оси

Тb

Тa

Тb

ТI

У меня есть особая 

точка! Если не 

указано иначе, моя 

высота z=0
У меня есть 

особая точка 

на высоте z= 1

4
! 

Высота 

указывается через 

двоеточие

Ԧ𝒕𝒙𝒚

41 2 3



Р41Р42
Р43 Рത4Р4

В тетрагональной тетартоэдрии существует 4 вида симметрийно различных правильных систем точек.

I4(42) I41(43) 
Iത4

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4

ത4:1
4

Правильная система точек – совокупность всех эквивалентных точек или точек, связанных   

между собой элементами симметрии группы

Пр. 

гр.

Число 

ПСТ

ПС

Т

Р4 3 4

2 

1

Р42 2 2 

1

Р41 1 1

Р41 1 1

Рത4 3 ഥ𝟒
2

1

I4 2 4 

1

I41 2 2 

1

Iത4 2 ഥ𝟒
1

В качестве примера точка общего положения размножена для групп Р4 и Рത4.

xyz

ത𝑦xz

y ҧ𝑥z

ҧ𝑥 ത𝑦z

xyz

ത𝑦x ҧ𝑧 ҧ𝑥 ത𝑦z

y ҧ𝑥 ҧ𝑧
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Фактор

-группа

4 ഥ𝟒 ИТОГО

P 4 1 5

C - - 0

A(B) - - 0

F - - 0

I 2 1 3

ИТОГО 6 2 8

Пока только 8

68!

Мы в начале  долгого пути вывода пространственных 

групп тетрагональной сингонии, цель которого 68 групп  



2. Тетрагонализацией

ромбических групп, 

соответствующих точечному 

классу mm2

Вывести все пространственные группы, 

соответствующие точечному классу 4mm (С4v)

можно двумя способами: 

комбинаторный 

метод

1. Комбинаторным (классным) 

методом  Н.В. Белова

А можно  ещё 

и по-другому…


